CHAPITRE 11

Champs et potentiels créés
par des distributions de charges non ponctuelles

|- Introduction

Jusqu'ici, nous avons admis que les charges étaient ponctuelles, c'est-a-dire
localisées en des points de dimension "infiniment petite'.

Cela est correct lorsque I'on considére la charge de particules élémentaires telles
que ' électron ou le proton.

Cela reste raisonnable lorsque les objets chargés sont de dimension petite
comparée aladistance qui les sépare de |'observateur.

L 'approximation devient médiocre lorsgue au moins une des dimensions de |'objet
portant la charge éectrique devient significative devant la distance objet-observateur.

Elle devient totalement irréaliste lorsque cette dimension est plus grande que la
distance objet-observateur.

Nous alons examiner les effets d'extension spatiale de |'objet portant la charge
électrique en procédant en trois étapes:

i) Lataille de I'objet est importante dans une seule des dimensions et reste faible
dans les deux autres dimensions. L'objet est typiquement un fil, linéaire ou curviligne. Les
charges sont distribuées suivant une ligne.

ii) L'objet est étendu suivant deux directions. C'est une feuille plane ou "ondulée”.
Les charges sont distribuées sur une surface.

iii) L'objet est éendu dans les trois directions. C'est un volume au sein duquel les
charges sont contindment réparties.

|| Répartition des charges sur un objet filiforme
l1-1 Densité de charge linéique:

Considérons un fil AB, rectiligne ou curviligne, de longueur L portant une charge
éectrique Q uniformément répartie.

On appelle densité de charge linéique ou charge par unité de longueur la quantité
A=Q/L

3Déter miner la charge linéique d'un fil de 4m chargé uniformément d'une charge
de10°C.

Dans le cas général, la charge n'est pas uniformément répartie et la densité de
charge linéque varie de point en point.

Sur un tel fil, un point P est repéré par sa coordonnée curviligne |. Cette
coordonnée | représente la distance que doit parcourir un mobile partant d'un point O
chois comme origine pour rejoindre le point P.

Soit un point P ,voisin de P, de coordonnée curviligne |+dl
L'élément defil PP de longueur dl porte un éément de charge dq.

2/05/03 19



dl

| +dlI

On appelle densité de charge linéique en | lalimite lorsque P se rapproche de P de
lagrandeur de do/dl|

_ dg )
M) = limg o (&
Ladensité de charge linéique sexprime en Coulombs par metre.
Il est bien clair que dans |'expression ci-dessus, dq et dl tendent vers 0
simultanément mais que le rapport des deux tend vers une limitefinie.
Pour déterminer la charge totale connaissant A\(l), découpons le fil en ééments de
longueurs Al; situés entre les cotes |; et |j44.

0

M)

A I i 5 |

Affectons une densite de charge uniforme A(l;) al'éément de fil comprisentre ; et
li+1. L'élément de charge Ag; portée par I'élément de longueur Al;= ;11 - |; est égal au
produit A(l;) Al; cest-a-dire al'aire du rectangle grise sombre.

La charge totale portée par lefil est alors égale ala somme des aires de tous les
rectangles.

Q=Y Ag =Y M(li) Al
Cette valeur n'est qu'approxilmative puiéqu' on a affecté laméme densité de charge
entrel; et |; 1. Elle devient plus proche de laredité s on affine le pas de la découpe. Elle

tend vers I'aire comprise entre I'axe des abscisses, la courbe A(l) et les deux droites
verticadlesélevéesen A et B
Comme vous l'avez vu, cette aire est égale a l'intégrale de A(l) entre | p €t I,

abscisses curvilignes des points A et B.
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Ladeuxieme notation signifie intégrale curviligne effectuée en suivant laligne ().

11-2 Exemple de charge portée par un fil

Considérons un fil de longueur L dorigine A de coordonnée curviligne .
Supposons que la densité de charge linéique de ce fil soit fonction de I'abscisse | et

sécrive M) = 104 1.
Entreles points d'abscissel et dabscissel + dI, I'@dément de charge est
dg=A(1) dl =1041 dl.
Lachargetotae est donc:

L
L
Q= 10-4|d|:1o-4{E} - 51032
0 2.0

La charge totale portée par un fil de longueur L est de 10°6C. Sachant gue la
répartition de chargeest delaformel(l) =Al 2 déterminer le coefficient A.

[11 Calcul du potentiel électrigue créé par un fil chargé
[11-1 Approximation par discrétisation

Considérons un fil curviligne AB. Cefil est chargé avec une densité linéique A(l).
Notre objectif est de calculer le potentiel créé par les charges portées par cefil en un point
guelconque M de I'espace.
Pour celg, divisons le fil AB en segments AA1, A1Ao, Aj_1A|, ElC. assez petits
pour que |'on puisse considérer:
1) que tous les points appartenant au méme segment elémentaire Aj_1A;
sont alaméme distance r; de M.
if) que la densité de charge linéique A; dans l'intervalle A;_1A; est
uniforme.
Dans ces conditions, la charge portée par le segment AAq est |4 Al4. Lacharge
portée par le segment A;_1A; est |; Al;.

A 4meg) nir

A A A, Ay A, A A B

L'élément de potentiel potentiel créé par le segment Al = AAq est:
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A1 Al
AVq= 1 1 1
17 4n eg N

Le potentiel créé par le segment Ali= A;_1A; est:

1 N Al
daeg i

AVi=

Tragons un diagramme faisant figurer en abscisse les distances Al;, et en ordonnée
les grandeurs (1/4m £) Aj/tj, €tc.

Le potentiel AV; peut étre considéré comme |'aire du rectanglei, de largeur Al; et de
hauteur (1/4m £q) A/t

En vertu du principe de superposition, le potentiel total est |la somme des aires de
tous les rectangles soit:

i=7
A Al

V = 1 i i
izzl dmaeg Vi

[11-2 Limite continue

Le calcul ci-dessus ne constitue qu'une premiére approximation. Pour effectuer un
calcul plus précis, il nous faut de nouveau affiner le maillage et faire tendre la courbe en
escalier vers une courbe continue.

Le potentiel total est I'aire sous la courbe représentant (1/4mep)Mr en fonction del

5 AI/4nsOr

B
~ A() dl
VM—I 1
N r ()

L'intégration est alors plus ou moins facile a effectuer selon laforme de A(l) et de

r(l).

On peut donc dire que I' dément de potentiel dV créé en M par lacharge dectrique
dg=A(l) dl localisée au voisinage du point P entre les abscisses curvilignes | et |+dl et
Stuée aladistancer(l) sécrit:

_ 1 M)d
dv daeg r(l)
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et que le potentiel total est lasomme (au sens de l'intégrale) des élémentsdV.
C'est un type de calcul infinitésimal que nous serons trés souvent amenés a répéter
en physique.

[11-3 Coordonnées du point source et de |'observateur

Lorsdu calcul d'un élément de potentiel, nous avons deux points a considérer: le
point source P ou se trouve |'é ément de charge et le point M, ou se situe I'observateur, et
en lequel on cherche acaculer le potentiel V.

Chacun de ces points est décrit par ses propres coordonnées. Lorsqu'il y a
confusion possible, nous noterons avec un ' r'(x',y',z") les coordonnées du point source et
r(x,y,z) les coordonnées du point M.

Pour calculer le potentiel, on devraintégrer sur lesvariable x',y',z' et on obtiendra
une fonction V(x,y,z). Le champ électrique en r seradéduit du gradient de V, en dérivant
par rapport ax,y,z.

Dans bien des cas, il n'y a pas de confusion possible, et nous ne prendrons pas la
peine d'gouter des" .

[11-4 Exemple de calcul de potentiel

Examinons lefil rectiligne de longueur L=2a uniformément chargé, centré en 0 et
dirigé le long de I'axe Oy. Calculons le potentiel en un point M situé sur I'axe Ox ala
distance x du fil.

Les coordonnées de P sont (X',y',2) et cellesde M sont (X,y,2)

Considérons un élément de longueur dy' compris entre y' et y'+dy'. La charge
portée par cet élément est égale a A dy'. La distance entre cet élément de longueur et e

point M est égaleél(x2 + y'2) vz
Lacontribution dV de cet dément dy' au potentiel en M est donc:
dv=_1 &
4780 \/y'2 +x2

et par intégration sur lesy' entre -a et +a, nous avons:
(Pour ce qui est de I'intégration, voyez un cours de mathématique ou consultez les tables)
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+a

V(x0) = M dy’ L [in(y +/y2+x2)]2=

4meg A/y-2+7X2 = 47eg 4
a

C'est un résultat exact.

De fagon similaire, on peut calculer V(x,y) en tout point du plan xOy de lafigure.

Le potentiel en un point (x,y,z) quelconque de I'espace se déduit de V(x,y) par
rotation autour de I'axe Oy.

Un fil rectiligne de longueur 10cm porte une charge de 1uC uniformément
répartie sur sa longueur. Représenter I'évolution du potentiel le long de |'axe ox.

[11-5 Examen du comportement asymptotique

I est toujours heureux, aprés un tel calcul, d'examiner s le comportement a grande
distance, ou a petite distance, ou encore en des points particuliers de haute symétrie, sont
physiquement raisonnables.

Ainsi, dans I'exemple précédent, on sattend a ce que |'expérimentateur placé a
grande distance du fil (comparé a salongueur 2a) ne se rende plus tout afait compte de
son extension spatiale et |e voie comme une charge ponctuelle Q= 2a\ dont il serait ala
distance de x. Ainsi on attend a grande distance un comportement du potentiel de la
forme:

V(x,0) ~ 28~

4mweoX

On retrouve effectivement ce comportement en écrivant:

Inatia2+x2 - |, (1+ 1 - In (1— 1

-a +Va2+x2 1+£ 1+£
V a2 V a2

En tenant compte du développement limité (pour ¢ petit) du logarithme au
voisinage de l'unité&:

In (1+€) = ¢
ouici:
1
AJ1+X2
a’
et en tenant compte du fait que (x2/a2) >>1

On obtient pour x>>a:

V0 ~ -~ 2a_ Q
(x0) Arweg X Admegx

€ =

Il est clair que nous avons negligé a devant x aux moments "opportuns’.
Vous allez sans doute vous demander ce que sont ces moments opportuns.
Pour les déceler, il y adeux conditions:

i) 1l faut connaitre les développements limités les plus courants,

i) Il faut pratiquer et faire un certain nombre de telles approximations.

Nous n'insisterons jamais assez pour vous inciter a examiner ce que deviennent

des formules trouvées par de longs calculs, dans des cas particuliers simples ou dans des
conditions extrémes.
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|V Champ électrique créé par un fil
V-1 Champ éectrique, dérivée du potentiel

Le calcul du champ électrique en un point r a partir du potentiel électrique
nécessite en principe la connaissance du potentiel au voisinage de ce point et cela dans
toutes les directions (suivant X, y et z). On utilise alorslarelation:

E=-grad V.

Toutefois, par des arguments de symétrie, la détermination du champ éectrique en
des points, le long de lignes ou sur des plans particuliers peut ne nécessiter qu'une
connaissance partielle du potentiel.

C'est le cas dans I'exemple du fil uniformément chargé, si I'on veut déterminer le
champ électrique en des points situés sur |'axe Ox ou plus généralement dans le plan x0z.
Par symétrie, il est clair qu'en tout point M du plan bissecteur du fil, le champ électrique
est dirigé dansladirection OM. Celasignifieque si M est sur I'axe 0x, le champ électrique
n'a de composante ni suivant y ni suivant z. La seule composante du champ est donc:

X
qui ne requiert que la connaissance de lavariation de V en fonction de la variable

Montrer que la composante E, du champ électrique en un point de |'axe ox
Secrit:

- Q 1
B (0x)= 47 €0 xVa2 +x2

Discuter son comportement a grande distance
V-2 Formule générale du champ électrique créé par un fil

Reprenons |a découpe du fil curviligne et déterminons le champ électrique AE;
creé par chaque élément de longueur Al; comprisentre A;_q et A; et placé aladistance ;
du point M.

Chaque éément defil Aj_1A; créeen M un éément de champ qui est un vecteur:

AE;= i AL u;

47 egr?

OuU u; est le vecteur unitaire joignant le milieu du segment de droite A;_1A; au point
M.

Le champ éectrique total E est |a somme vectorielle des champs & émentaires
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E:Z A A|i2 U
i 43"380ri

~ cequi signifie que composante par composante: (nous écrivonsici la composante
cartésienne x, nous pourrions le faire sur toute autre composante):

E, = Ai Al

> Uijx
T 4mepr

Par passage alalimite continue on obtient pour Ey

_ 1 [rod
Ex 43‘[801 |’2(|) uy (1)

Le méme calcul peut étre répété pour les deux autres composantes:
ce gue nous récapitulons formellement par:

e, = 1 fx(l)ou m

T 4meg r2(1)

Cette équation entre vecteur est formelle en ce sens qu'on ne peut pas intégrer
directement. Il faut faire la somme vectorielle des éléments de champ éectrique. Cette

relation ne fait que synthétiser trois intégrales scalaires définissant chacune les
composantes du champ €l éctrique.

V- 3 Exemple de cacul

Reprenons le calcul du champ éectrique E(x,0) créé par un fil de longueur 23,
uniformément chargé.

L' élément de fil de longueur dy' compris entre y' et y'+dy', situé a la distance
(x2+y'2)]J 2 deM, porte une charge Ady'. Lacomposante Uy, du vecteur unitaire est :
Uy =COSO = X

VX2 +y'?
I vient:
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+a

47eg (x2+y' 2) 32
-a
Soit:
. y'=+a
E, (x,0 = -AX y
X( ) 43‘[280 X2,/X2+y'2 y'=-a

Soit encore en tenant compte de Q=24l:

- Q 1
EX(X’O) 4.7':80.)(Va2+x2

Reprendre plusieurs fois et en détail I'ensemble du calcul. 1l a valeur d'exemple.

On peut voir aussi sur lafigure ci-dessus que des é éments de fil symétriques par
rapport al'axe Ox produisent des éléments de champ dont la résultante est orientée suivant
0x. Cela justifue qu'en tout point M du plan bissecteur du fil, le champ électrique est
dirigé suivant OM.

Montrer par le calcul que Ey, (x,0) est nul.

V_Charge surfacique
V-1 Densité de charge surfacique

Considérons une surface S (non nécessairement plane) portant une charge Q
uniformément répartie. On appelle densité de charge surfacique la quantité o= Q/S.

Tout comme lefil, la surface peut ne pas étre chargée uniformément. Dans ce casiil
faut préciser la charge surfacique en chague point de la surface, al'aide d'un repére adapté
alaforme delasurface.

Si lasurface est plane, on choisiraun repére cartésien ou polaire. Si lasurface est
en forme de calotte sphérique, on penchera plutét pour pour un repére sphérique. Si la
surface est gauche..., ce sera beaucoup plus complexe et il faudra se tourner vers des
méthodes numériques.

V-2 Densité de charge surfacique en coordonnées cartésiennes

A dx

b
y+dy
o
y
e
O X x+dx a

Le repere cartésien est particulierement bien adapté lorsque la surface est
rectangulaire et plane.
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Dans e repére (x0y), un @ément de surface, dont I'abscisse est compris entre entre

X et x+dx, et I'ordonnée entre y et y+dy, présente un élément d'aire dS= dx dy (en gris
foncé sur lafigure ci-avant) et porte un élément de charge d2q(x,y)= o(X,y) dx dy.
( Pour les notations, voir la note sur lesinfiniments petits au paragraphe suivant).

Le calcul de lachargetotale de la plaque peut aors seffectuer en deux étapes:

i) Détermination de I'élément de charge dq portée par un élément rectangulaire de
longueur a et de largeur dy (élément en gris clair) compris entrey et y+dy. Cet éément de
charge est une fonction de la variable y et sobtient en faisant la somme des é éments de
charge dg selon x (dans ce calcul y est une constante).

X=a

dq(y) = f dg(xy) = f [ o(x,y) dy | dx = dyf o(x,y) dx =A(y) dy

x=0 x=0 x=0

Il sagit d'un calcul tout afait équivalent acelui de lacharge d'un fil rectiligne de
longueur g, portant la charge linéique o(x,y) dy.

Nous avons sorti dy de l'intégration car il ne dépend pas de x.

dq(y) prend la forme t(y) dy et représente I'élément de charge apporté par les
tranches dont I'ordonnée est comprise entre y et y+dy.

i) Sommation des contribution de charge dq apportée par chaque tranche dy:

y=b y=b
Q =f da(y) = f t(y) dy

y=0 y=0

Nous avons intégré sur x puisintégré sur y. Nous aurions pu faire I'inverse, c'est-
a-dire intégrer sur lesy puis sur les x. Nous aurions alors fait la somme de contributions
de bandes verticales d'épaisseur dx.

Bien sOr, le résultat est indépendant de I'ordre d'intégration et I'on note:

Xx=a py=b y=b px=a
Q= f f o(x)y) dx dy = f f o(x,y) dx dy
x=0 y=0 y=0 x=0

Ceci et appelé intégrale double.
V-3 Note sur les infiniments petits

- dx ou dy sont desinfiniment petits du premier ordre.
- une expression renfermant le produit de deux infiniment petits du premier ordre

est un infiniment petit du deuxiéme ordre; elle se note en principe d2S = dx dy ou d2g=
o(x,y) dx dy.

--une expression renfermant le produit de trois infiniment petits du premier ordre
est un infiniment petit du troisiéme ordre. Par exemple, I'éd ément de volume d3t= dx dy
dz.

L'exposant (2 ou 3) indiquant I'ordre de l'infiniment petit est généralement omis
lorsgu'il n'y a pas d'ambiguiité et I'on note souvent dS pour d2S ou dr pour d3t.)

V-3 Exemple de charge portée par une surface rectangulaire

Considérons une surface rectangulaire dont les abscisses sont situées entre x = a
et X = b et les ordonnées entre y = ¢ et y = d. Supposons que cette surface soit chargée
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avec une densité surfacique o(x,y) fonction de x et dey, o(x)y) = A (x2+y2).

Déterminons la charge totale de la plaque.
Procédons comme ci-avant et intégrons tout d'abord suivant les x:

x=b
=b
da(y) = dyf AC@ry) dx=dy X +y2x”
3 X=a

X=a

C'est la charge apportée par le rectangle gris clair situé entre'y et y+dy.
Par intégration sur lesy, on obtient la charge total e soit:

y=d
o= [P5® vva) o
y=c¢

Terminer le calcul de Q

V-4 Densité de charges surfaciques en coordonnées polaires

L es coordonnées polaires sont les coordonnées naturelles d'objets circulaires. Un
point M est repéré par ladistance r = OM qui la sépare du centre O et I angle orienté 6 que
fait ladirection OM avec |'axe des x.

L es coordonnées polaires sont équivalentes aux coordonnées cylindriques ala cote
z=0.

¢

dr |
*< 21w r

Une surface élémentaire du deuxieme ordre est représentée en noir sur le dessin
ci-dessus. Danslalimitede dr et dedo petits, cette surface est un petit rectangle de cotés

dretrdo.

L'éément de surface d2S sécrit:
d?S = rdrdo
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Si I'on fait I'intégrale (somme) de cette expression sur tous les angles 6 compris
entre 0 et 2, on obtient un nouvel éément de surface représenté en gris. Ce nouvel
élément de surface ( maintenant infiniment petit du premier ordre) sécrit:

0=2n 0 =2n

0=2n

dS:f rdrdezrdrf do = rdr Me:o =2nr dr
06=0 06=0

dS est bien I'aire d'un rectangle de largeur dr et de longueur 2 r = périmétre du
cercle derayon r. On obtient ce petit rectangle en déroulant I'aire hachurée.

Vous alez dire que dérouler une couronne de cercle n'ajamais donné un rectangle.
Celatend vers un rectangle dans lalimite des dr petits, c'est-a-dire dans |alimite ou nous
travaillons.

Dailleurs nous pouvons nous convaincre du bien-fondé de la méthode en
terminant le calcul del'aire S du cercle. |1 reste afaire pour celala somme de couronnes de
rayonsr, cest adireintégrer dSsur lavariabler entre O et R:

r=R

S =f 2nr dr = nt R
. . . r:O

ce qui est bien lI'aire du cercle derayon R.

En coordonnées polaires, la densité surfacique o(r,0) est une fonction der et de 6.
Dans certains cas particuliers, elle n'est fonction que de 6. Dans des cas plus particuliers
encore, elle ne dépend d'aucune de ces variables et est uniforme.

Par un raisonnement tout a fait similaire a celui que nous avons suivi pour les
coordonnées rectangulaires, nous avons.

=2 r=R r=R =21
Q :f daf o(r,e)rdr:f rdrf o(r,0)do
6=0 r=0 r=0 6=0

On peut intégrer dans |'ordre que I'on veut. Ce n'est pas tres compliqué, il faut juste
un peu de pratique.

V-5 Exemple de charge portée par un disque

Considérons un cercle de rayon R chargé avec une densité de charge o(r,0) = A r

cos20 . Cen'est pas une densité de charge trés habituelle. Elle est d'autant plus grande que
I'on séloigne du centre O du cercle et que I'on se rapproche de |'axe 0x. Disons qu'elle est
inventée pour illustrer le calcul de o.

Représenter un cercle et y porter des charges dont la densité varieenr cos20

0= 2t r=R 0=2t
Q= do Ar2cos?d dr = AR’ o9 do = A R
3 3

0=0 r=0 6=0

Faire en détail le calcul ci-dessus. Les tables donnent:
cosu du = U+ Sn2u
2 4

Reprendre le calcul enintégrant d'abord sur 6.
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V1 Potentiel électrique créé par une surface

VI1-1 Expression générale

Un élément de surface dS' portant une charge d2g= o dS placé aladistancer du
point M produit en ce point une contribution au potentiel :
d2 \V = 1 o dsS

7 7 7 7 4 J-C 80 r
nous avons représenté deux éémentsdsS.
Le potentiel total créé en M est |la somme de toutes les contributions é émentaires

et sécrit formellement:

ds

dE

ou les deux signesintégral signifient qu' il faut faire une intégrale double. |l sagit
d'un calcul souvent difficile puisque les & éments de surface ne sont pas en général sur un
méme plan.

Il faut paramétrer |'éément de surface (c'est-a-dire I'exprimer en fonction de
variables), exprimer r et ¢ en fonction de ces paramétres puis intégrer sur ces parametres.

V1-2 Expression du potentiel créé par un rectangle chargé

Considérons le rectangle ABCD placé dans le plan (y0z), chargé avec une densité
de charge surfacique dont la valeur dépend des parameétres naturels du problémey' et Z
(ici x'=0)

Un élément de surface dS= dy' dz' localisé au point (y',z') porte une charge
élémentaire dg= o(y',z") dy' dz'. Cet élément de surface est placé a une distance r (y',z)
d'un point M (x,y,z) dont on veut connaitre le potentiel. r sexprime en fonction dey et z
selonlareation:

ry2) = VxP Ay- yP Hz- 2P
L'éément de potentiel enx, y, z Sécrit:

Gy 1 olyz) dyde
AT A/xf Ay -y )2+(z -7 )

et le potentidl total en M:
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V(% y,z)= 1

e f T oy dydz
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Ameo J ooy Jzza Wx24y -y)24(z-2)?
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X

Le cacul peut étre plus ou moins complexe maisil est en principe faisable.

V1-3 Potentiel créé par un disgue en un point son I'axe

L es coordonnées naturelles d'un disgue chargé sont les coordonnées polaires. Un
élément de surface du disque rdr do placé en (r,0) ( éément en noir) porte une charge

d2g= o(r,0) rdr do. Il est placé aladistance d = (r2 + x2) V2 gy point M. Sa contribution
au potentiel est donc:
2y = 1 o(r, ©) rdrde
47 €0 VX2 +r12
(Nous notons d la distance entre I'él ément de charge et le point M (au lieu de

I'habituel r) pour éviter toute confusion avec le rayon r de la couronne élémentaire choisie
sur |'objet circulaire)

e
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Reste aintégrer en 6 (‘entre 0 et 2r) pour avoir la contribution au potentiel dueala
couronne en gris de rayon r et d'épaisseur dr. Puis en r (entre O et R) pour avoir la
contribution de toutes |es couronnes, c'est-a-dire la contribution totale.

V1-4 Potentiel créé par un disque uniformément chargé, en un point de son |'axe

Si ledisque est uniformément charge, o(r,0) = o

r=R 0=2x r=R
v =90 __rdr do = 2T 9 __rdr
41eg - Yx2 +r2 6= 4meg - X2 +r2
(on peut intégrer directement en g avec comme résultat 2 lorsque ¢ ne dépend

gquedelavariabler)

En utilisant larelation

f _udu - {2 +a2

Ju2 +a2
on arrivetresfacilement a:
V = i(VR2+x2 -1x1)
0

Fairele calcul en détail, c'est un cas classique.

VIl Champ électrique créé par une surface
V1I-1 Calcul apartir du potentiel

Vous pouvez reprendre mot a mot le paragraphe consacré au calcul du champ
électrique créé par un fil a partir du potentiel. Ici aussi, nous tirerons au maximum
avantage des symétries du probléme.

Calculer le champ électrique créé en un point M de l'axe d'un disque
uniformément chargé.

V11-2 Expression formelle

De fagon tout a fait similaire a ce que nous avons fait pour le calcul direct du
champ électrique créé par un fil chargé, nous pouvons écrire formellement le champ
éectrique créé par une surface chargée.

Chague éément de surface dS, de charge surfacique o, placé aladistancer deM
et dont la direction le joignant & M est repérée par le vecteur unitaire u, apporte une
contribution d2E au champ éectrique:

dmweyg 2

u

Le champ éectrique tota sécrit:

Ey = 1 ffodS‘ u
4dmeg s r2

Le champ électrique total est la somme sur toute la surface S des champs

électriques élémentaires créés par les ééments de surface dS' portant des charges d2g= o
ds
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Cette relation se décompose en trois nouvelles relations val ables pour chacune des

composantes:
E, = 1 f f o ds U,
47eg s r2

Comme precédemment pour le potentiel, il est possible d'effectuer le calcul de Ey
en parametrant o, I, Uy et dS' al'aide de coordonnées cartésiennes, polaires, cylindriques
ou sphériques.

Calculer par méthode directe le champ produit en un point M de I'axe d'un
disque chargé uniformément.

V1l Densité de charge volumique
V111-1 Distribution de charge volumique

Si un solide de volumet' porte une charge Q uniformément répartie, la densité de
chargevolumiqueest p=Q/t'.

Quelle est la densité de charges volumiques dans une sphére de 1cm3
uniformément chargée portant 10°6¢c?

Dans le cas général, la charge n'est pas uniforme et la densité volumique p(r')
dépend du point r' que I'on considere. L'élément de charge dans le volume dt' localisé

autour du point r' est d3g= p(r') dr'.

V1I1-2 Distribution de charges volumiques en coordonnées cartésienne

En coordonnées cartésiennes, un élément de volume sécrit:
dt' =dx' dy' dz
Ladensité de charge p(x'y',z)) est fonction de x', y' et z:'
L'é@ément de charge contenu dans un volume dt' entourant le point r' est:
d3q = p(x'y',Z) dx' dy' dz'
Lachargetotae Q est uneintégrale triple sur lestrois variables, prises dans
I'ordre que I'on veut. Elle sécrit:

Q =fff p (Xy',Z) dx' dy' dz
.

t' figurant en bas du signe intégral signifie que l'intégration porte sur tout le
volume du solide.

Déterminer la charge électrique portée par un cube de c6té a centré a l'origine
des axes et dont la densité de charge volumique sécrit p(X'.y',z)'= A(x'2+ y2+ 22)

V111-3 Distribution de charges volumiques en coordonnées cylindrigues.

Comme leur nom l'indique, les coordonnées cylindriques sont particuliérement
bien adaptées a un solide cylindrique de rayon R et de hauteur H.

Dans un tel repére, I'élément de volume sécrit dr rdg dz. Ce n'est pasimmédiat a
Voir ni areprésenter. Pour bien vous en persuader, il n'y apas de secret, il faut représenter
plusieurs fois vous-mémes cet é ément de volume.
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Reprenons | e triédre en coordonnées cylindriques:
L'éément de volume dr est un parallél épipede dont les axes sont selon g, e et e,

Passer der ar+dr (a0 et z constants) déplace le point M de dr le long de e,. dr
est le premier coté du parallélépipéde élémentaire.

Passer de 6 a0+d0 déplace le point M lelong de ey . Le déplacement est de rdo.
rdo représente le second cbté du parallélépipede élémentaire.

Passer de z a z+dz déplace M de dz lelong de e,. dz représente |e troisieme cote.

L'éément de volume drt est donc de= rdr db dz.

Reste aintégrer selon les trois coordonnées, dans |'ordre que I'on veut. L'ordre le
plus naturel consiste a intégrer tout d'abord selon 6 de 0 a 2, ce qui génere un volume
sous forme de couronne de rayon r (et donc de périmétre 2rt r) d'épaisseur dr et de
hauteur dz. La deuxiéme intégration porte, selon r, de 0 a R. Cette intégration génére un
disgue de rayon R et de hauteur dz. La troisieme intégration selon dz génere le cylindre
dans son entier.

Lacharge totale est donc:

Q:fff p(r,0,2)rdrd6 dz
T

Déterminer la charge portée par un cylindre de hauteur H de rayon R, d'axe de
révolution Oz, posé sur e plan xOy et dont la densité de charge est p(r,6, 2= Ar

V1l1-4 Distribution de charges volumiques en coordonnées sphériques

L es coordonnées naturelles d'un corps apparai ssant sous forme de sphére sont les
coordonnées sphériques. Les coordonnées sont r, 6, ¢ . L'élément de volume est dt =

rZdr sin® do do. Plus encore ici, vous ne serez convaincus que Si Vous-méemes, vous
dessinez I'dément de volume dr et les volumes engendrés par les intégrations successives.
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L'éément de volume dr est le parall €l épipede rectangle dont les cotés sont selon ey,
% %

Passer de r ar+dr déplace le point M de dr le long de I'axe €,. dr est |e premier
cOté du parallé épipéde.

Passer de 0 a 6+d0 déplace M de r dq dans la direction de eg. r db est le second
coté du parallélépipéede.

Passer de ¢ a @+dg déplace les points M' et M dans la direction €p de OM' dg.
Or OM'=r sinf. Le déplacement dans la direction de & &t donc r sinb dg.

L'éément de volume est :

dr = r2 dr Sind do dg

L'élément de charge porté par le volume dt situé au voisinage du point de
coordonnées (r, 0, ¢) Sécrit :

d®q= p(r,0,9) r2dr sind do dg

Et la charge totale sécrit:

Q:Iff p (r,0,9) r2dr sinb do do
T

Si onintégre successivement selon ¢, 0, r, ce qui est lafagon naturelle de procéder:

L'intégration selon ¢ ( de 0 a 2t) engendre une couronne d'axe 0z, située ala cote
r cosd, derayon r sind et dont les deux autres dimensions sont r do et dr.

L'intégration selon 6, engendre une couronne sphérique de rayon r et d'épaisseur
dr.

L'intégration selon r (de 0 a R) engendre la sphere tout entiére.

Représenter |es surfaces engendrées successives.

Déterminer par intégrations successives la charge portée par une sphére de
rayon R chargée uniformément avec |a densité volumique pg.
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| X Potentiel et champ créés par un volume chargé.
| X-1 Potentiel éectrique

L'é@ément de volume dt' entourant le point r* et portant I'éément de charge p(r') dt'
crée au point M situéen r un éément de potentiel d3V:

Py = 1 p(r) dt
Auey |r-r']

Le potentiel total en M est la somme de ces contributions soit:

_ 1 p(r) dv
o

Comme précédemment, il faut paramétrer chacune des grandeurs et intégrer sur les
parametres. Ce peut étre compliqué!!

|X-2 Champ électrique

Il peut étre deduit du potentiel par dérivation al'aide delarelation E=-grad V.
Alternativement, on peut déterminer I'é ément de champ dE créé en M par la
relation:

#e=_1 P (r) dv u
47 €0 ( r-r' )2
ou le vecteur unitaire u est porté par la direction joignant I'élément de volume
portant la charge dg au point M.

Soit en intégrant sur le volume:

- 1 p(r) dv

relation valable composante par composante.

X Symétries de distribution de charges et champ électrique

Dans bien des situations, et nous en avons rencontré, des considérations de
symétrie permettent de simplifier considérablement les calculs.

Larégle de symétrie la plus courante est celle-ci: le champ éectrique en un point
d'un plan de symétrie de la distribution de charges est un vecteur dont la direction est
contenue dans ce plan.
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Il est clair sur le schéma ci-dessus que deux charges qp €t qg €gales et
symétriques par rapport au plan ([]) produisent des champs électriques Ep et Eg

symeétriques par rapport a ce plan. Leur résultante est située dans le plan de symétrie. En
répétant le raisonnement sur toutes les charges symeétriques deux a deux, on trouve bien
sOr une résultante totale de champ électrique contenue dans le plan.
Si un point est situé al'intersection de deux plans de symétrie de la distribution de
charge, alorsle champ éectrique est dirigé suivant ladroite d'intersection des deux plans.
Si un point est situé al'intersection de trois plans de symétrie, le champ éectrique
en ce point est nul.

X Ce qu'il faut savoir

Ce chapitre est long et sans doute difficile.

Il vous faudra un certain temps pour bien voir dans I'espace les éléments de
volume, et les formes engendrées par les différentes intégrations.

Mais vous devez arriver a manipuler ces méthodes d'intégration, non seulement
parce qu'elles apparaissent en électricité, mais parce que vous les rencontrerez dans
différentes autres matiéres telles que lamécanique.
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