CHAPITRE V

Travail desforces électriques
Enerqie électr ti

| Travail desforces électriques
[-1 Probléme

Considérons une distribution de charges. Cette distribution de charges crée en
chaque point de I'espace un champ éectrique E(r) et un potentiel V(r).

Placons en un point M(r) une charge g. Il sSapplique sur cette charge une force
F(r)=qE(r)

Déplacons lacharge du point A au point B lelong d'une ligne (T).

L e déplacement de la charge saccompagne du déplacement du point d'application
delaforce F(r) et donc d'un travail delaforce électrique.

(T)

Questions:

i) Quelle et lavaleur du travail de laforce éectrique lors de son déplacement de A
enB?
ii) Cetravail dépend-il du chemin suivi?

|-2 Réponse

La réponse a de telles questions passe généralement par une succession de
considérations et de démonstrations.

Ici, laréponse est tellement simple que nous la donnons d'emblée. Nous gardons
les considérations pour la suite.

Réponse

ii) letravail effectué par laforce électrique lors de son déplacement de A aB ne
dépend pas du chemin suivi.

i) letravail W de laforce électrique est égal a q(V 5-Vg), Cest-ardire au produit de
lacharge g multipliée par la différence de potentiel (V 5-Vg) entreles points A (origine) et
B (extremité).

Soit gp = 1uC une charge placée a I'origine et g= 2uC une seconde charge
placée en A(2,0,0). Déterminer le travail de la force exercée sur q lors du déplacement
de cette charge de A a B (0,3,0) (unité de longueur: 1 cm).



[-3 Travail delaforce électrique sur un chemin sSsmple

Considérons le systeme électrique constitué d'une charge centrale g, placée a

I'origine. Cette charge crée dans I'espace un champ E et un potentiel V dont nous avons
étudié les caractéristiques dans | es chapitres précédents.

Nous introduisons une nouvelle charge q sur laguelle sexerce laforce F(r) =g
E(r)

Calculonsletravail W effectué par laforce F lors d'un déplacement de lacharge g
du point A au point B, en suivant le chemin compose de I'arc de cercle AC centré en 0,
suivi du segment radial CB.

Qo

Lelong de AC, laforce est toujours perpendiculaire au déplacement et donc le
travail effectué par cette force est nul.

A I'opposg, sur le segment de droite CB, laforce se trouve toujours parallele au
déplacement. L'éément de travail W effectué par la force F(r) lors d'un déplacement
radial der ar+dr est :

OW = F(r) dr

Letravail total est la somme destravaux éémentaires. || est obtenu par intégration
sur lavariabler, soit:
b b
w=| Frd =-1 99 g
f ®) 4meg f r2
rc rC

Puisque 1/r2 et ladérivée de -1r, ce travail sécrit:

-1 4%/ _ 99 _. 99 _ }
W 41 eg { r LA dmegran 4dmeglp q(Va-Ve)

(il aététenu compte du fait query=r etV =V )
ce qui est I'expression du travail que nous avons annonceée.

[-4 Autres chemins

Plutét que de suivre ACB, suivons maintenant le chemin ADEFB.

AD et EF sont des arcs de cercle sur lesquels le travail est nul. Les points A,D et
E,F sont au méme potentiel: V-V, Ve-Ve.

DE et FB sont des chemins radiaux sur lesquels on peut reproduire le calcul du
paragraphe précédent.



soit: W=q(Vp-Ve) +qd(VeVE)=a(Va-Vp)

Pour aler de A a B, on peut imaginer bien d'autres chemins qui sont une
succession d'arcs de cercles et de segments radiaux.

On peut aussi dire qu'un chemin quelconque menant de A a B (tel que celui
représenté en trait épais sur le schéma) peut étre approché avec une précision auss grande
gue I'on veut par une succession d'arcs de cercle et de chemin radiaux. Dans tous les cas
letravail vaut W = q (V 5-Vp).

|-5 Généralisation a une distribution de charge

Soit un systeme électrique forme de deux charges g, et g, placées en O, et 0,.
Determinons e travail résultant du déplacement d'une charge g dans le champ crée par g
et O

En vertu du théoréme de superposition, la force total e appliquée sur q sécrit:

F=qE=qE;+qE,=F; + F,

ou E, et E, sont les champs créés indépendament par les g, et g, si elles étaient
seules.

Lestravaux desforces F, et F,lorsdeleurs déplacementsde A aB sécrivent:

] Wi=q(Via-Vig)  Wr=a(Voa-Vop)

ou V1 et V2 sont les potentiels dus separément a g et g,.

Or, lors d'un déplacement |, le travail d'une force F: W=F | est égal ala somme
des travaux de ses composantes F,| + F,l = W ;+W, (distributivité du produit

scalaire).ll sensuit:
W=q[ (V1a*Von) - (V1g+Vop)]

soit par application du théoréme de superposition sur les potentiels, V = V+V.!
W=q(Va-Vp)

|-6 Lignes de champ et équipotentielles

En suivant les arcs de cercle et les chemins radiaux, nous avons en fait suivi une
succession d'équipotentielles et de lignes de champ.

Le long d'une équipotentielle, le travail est nul car la force paralléle a E, est
constamment perpendiculaire au déplacement.

Lelong d'une ligne de champ, le déplacement est parallele alaforce. L'éément de
travail et S\W=qEd =qdV.

Lorsque le champ électrique est créé par une distribution de charges, les
équipotentielles ne sont plus des sphéres et les lignes de champ ne sont plus des segments
de droites, maisil est toujours possible d'approcher une ligne joignant un point A a un
point B par une succession de lignes de champ et d'équipotentielles qui, on le sait, se
coupent aangle droit et forment un quadrillage déformé de |'espace.

Tracez un réseau imaginaire et compatible de lignes de champ et
d'équipotentielles. Montrez que le travail effectué pour joindre un point A & un point B est
LI Travail et différentiellestotales exactes

Nous allons dans ce paragraphe revoir lanotion de travail de fagon plus générale

et examiner dans quelles conditions celui-ci ne dépend que de I'état initia et de I'état final
et se trouve indépendant du chemin suivi.
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[1-1) Travail d'une force constante lors de son déplacement sur une trajectoire
rectiligne

Lors d'un déplacement rectiligne de A vers B, letravail d'une force constante F
(endirection et en intensité) est égal au produit du déplacement AB par |la composante de
laforcelelong delatragectoire.

F
A 0 B

La composante de laforce n'étant autre que F cosd ou 6 est I'angle orienté (F,AB),
le travail sexprime mathématiquement comme le produit scalaire de laforce F par le
vecteur déplacement AB.

W=F.AB = FAB cost

l1-2 Travail d'une force non constante lors de son déplacement sur une trajectoire
rectiligne.

Considérons le cas ou latrgjectoire AB est toujours rectiligne, maisou laforce
dépend de la position de son point d'application M. Si I'on suppose que AB est porté par
|'axe Ox, M est donné par son abscisse X, l'intensité de la force est une fonction F(x) et
I'angle qu'elle fait avec ox est donné par une fonction 6(x).

Il ne peut plus étre question ici d'utiliser une formule globale telle que celle du
paragraphe précédent. Il nous faut decouper AB en ségments AA 1, AjA,,.. A; A, etc..de
taille suffisamment petite pour que I'on puisse considérer que sexerce le long de chacun
d'eux uneforce F constante.

Nous admettrons par exemple que sur le segment délimité par les points A;_1(x;_;)
et A;(x;), laprojection delaforce sur latrgjectoire est égale a:

Fcost;=1 /2 [F(X;_1) cos 0(x;_1) +F(X;) cosd(x;)]

Ains, lorsdu deplacement de A, ; aA;, letravail exerce par laforce électrique est

AFCOSG
B Q/
As /
A4 /
03 o F3 3 | 4 |5
A2 /
A Al A2 A3 A4 As B

A1 /

. —

A



Il Sensuit que le travail total de laforce électrique lors de son déplacement de A a
B est lasomme de tous les travaux éémentaires, soit:
n n

W=y AWs=
=1 i

Fi A A; coso;
=1

Représentons dans un diagramme de type "histogramme” des petits rectangles
indicés 1,2,..1,...n dont les bases sont €gales aux distances A;_;A; = Al;= X; -x;_; €t dont
les hauteurs sont égales aux produits F; cos;.

Dans ce diagramme, I'aire du rectangle i n'est autre que le travail AW;.

Letravail total effectué lors du déplacement de A vers B est |la somme de chacune
decesaires, c'est adire l'aire totale sous la courbe en escalier.

Avec |'affinement du pas, la courbe en escalier se rapproche d'une courbe continue
représentée par lafonction g(x)=F(x) cosd(x). Le travail tend vers |'aire hachurée sous
cette courbe.

\

B / A F cos6
/ .
E A B

A

L'élément de travail dW produit par la force F(x) lors de son déplacement
élémentairedex ax + dx est égal &
OW = F(x) cost(x) dx

W:f oW :f F(x) cos6(x) dx

XA XA

Considérons trois points A, B, C et D placés sur un axe ox, aux
coordonnées X,=5m et Xg= 12m et Xxo= 120m xp=0130m. Un mobile soumis a une
force F se déplace sur I'axe Au point M d'abscisse x, exprimé en metre; I'intensité de la
force est en Newton F(xX)=2x et I'angle 6 vaut en degrés 6(x) = 30°+2x.

Déterminer letravail effectué par la force lors du déplacement de A en B, puis de
C en D. Montrer a quelles aires correspondent ces travaux.

Notez bien que I'intégration d'une fonction & une variable est a priori faisable. Tout
au plus faut-il consulter une table d'intégrales



[1-3 Cas géné&rdl, travail d'une force variable se déplacant sur un chemin curviligne.

g Nous avons suppose jusqu'ici que le point M se déplagait sur un ségment de
roite AB.

Dans le cas général le point M décrit une trajectoire curviligne quelcongue (I).
Une origine étant choisie sur latrgectoire, la position de M est repérée par le scalaire | qui
indique la distance que doit parcourir un mobile pour joindre 0 aM en suivant la courbe.

L ors du découpage par morceau, la courbe continue est transformée en une ligne
brisée joignant les points A;_;A; delacourbe réelle. L'élément de travail AW; effectué par
laforce F; lors de son déplacement sur le segment A;_;A; de longueur Al, avec lequel elle
faitunangleo; , et ega &

A

Lors du passage a la limite continue, nous dirons que I'élément de travail dW
effectué par laforce F(l) lors d'un déplacement élémentaire dl est égd a
dW=F(l) coso (I) di

Letravail total delaforcelors de son déplacement lelong delaligneTI est:

W = IF(I) cosO(l) di
r
Unetelleintégrale est appd éeintégrae curviligne lelong du cheminT.

11-4 Expression vectorielle du travail démentaire

Considerons le vecteur A;_;A; joignant les points A;_; et A; apparus lors de la
découpe de la courbe I'. Appelons ce vecteur A I.. Le travail AW, effectue lors du
déplacement A |, sécrit aussi:

AW; =F; . A,

Lors du passage a la limite continue Al devient dl = u.dl ou u est le vecteur
unitaire tangent alacourbe (I') au point d'abscisse curvilignell.

L'éément detravail est:

dW=F dI

W = IF(I) dl
T

dl est le vecteur infiniment petit joignant deux point M et M' de la trajectoire,
infiniment proches de latrgectoire.

Letravail total sécrit dors:

206038 62



[1-5 Expression du travail élémentaire dans un repére cartésien

Dans un repere cartésien les vecteurs F et dl peuvent étre exprimés par leurs
composantes:

Fx dx
F = Fy dl = dy
F; dz

Compte tenu de I'expression du produit scalaire, I'éément de travail effectué par la
force F lors du déplacement dl de son point d'application sécrit:

OW = Fdx + Fdy + F,dz

et letravall total devient:
W:f Fxdx +F,dy +F,dz
r

Insistons encore sur lefait que l'on calcule le travail en suivant latrgjectoire (I'). Si
I'on se donne dx, alors dy et dz sont fixeés.

W n'est pas la somme de trois intégrales suivant X, y et z. C'est une somme lelong

du chemin, ce qui nécessite un paramétrage du chemin (T).

Considérons dans un repere cartésien trois points A (1,0,0), B(2,0,0) et C(2,1,0).
Déterminer les travaux effectués par les forces dont les composantes sont données ci
dessous lors des déplacements AB, BC et AC :

) F=X Fy=y, F=z

i) F=xy, Fy:yz, F=x

Letravail dépend-il du chemin suivi?

L1l Travail et différentielles totales exactes

[11-1 Formes différentielles

Soit X(x,y,2) ,Y (X,y,2) et Z(x,y,z) trois fonctions continues des trois variables x,y,z.
On appelle forme différentielle la quantité dg définie par:

dg = X(x,y,2) dx + Y (X,y,2) dy + Z(X,y,z) dz

De telles formes différentielles apparaissent en physique comme des
contributions infinitésimales g a une grandeur g lors de variations élémentaires dx, dy et

dz des parametresx y et z.

Ains une contribution € émentaire du travail des forces électriques apparait comme
une forme différentielle.

[11-2 Intégrale curviligne

Une intégrale curviligne est la somme des contributions infinitésimales 6g

accumulées lelong d'un chemin (T).
Letravail desforces éectriques se présente sous forme d'une intégrale curviligne.
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~ Insistons encore sur le fait que, dans le cas général, le calcul d'une telle grandeur
implique la connaissance du chemin suivi.

[11-3 Cas particulier de forme différentielle: 1es différentiell es total es exactes

La définition d'une forme différentielle n'implique aucune relation entre les
fonctions X, Yet Z.

Il est néanmoins un cas particulier tresimportant de forme différentielle: c'est celui
ou les fonctions X, Y et Z ne sont pas indépendantes les unes des autres mais sont les
dérivées partielles d'une méme fonction scalaire g:

Xy =2 Yxy2)= %3 Z(xy.2)= 29

Alors, dans ce cas particulier, I'intégrale curviligne le long d'un chemin (I') menant
du point A au point B ne dépend pas du chemin suivi. Elle est égale ala différence des
vaeursdegen A et en B. On écrit alors:

B
fég= f dg = g(B)-g(A)
T A

La forme différentielle dg se note alors dg (avec un d "droit"). dg Sappelle
différentielle de g ou différentielle total e exacte.

Si l'indication du chemin (T') est nécessaire pour effectuer la somme d' éléments
d'une forme différentielle il devient superflu pour effectuer |la somme des é éments d'une
différentielle totale exacte. |l suffit de préciser les points de départ et d'arrivée, ce qui rend
I'expression proche de celle d'une intégrale.

Si T est une boucle fermée qui commence en A et finit au méme point A:

f;dg =0

La boucle entourant le signe intégral signifie gue le chemin d'intégration est un
contour fermé.

En remplagant X,Y,Z par leur expression en fonction de g, il vient:
dg= %9 ax + %9 gy+ 99 gz
X ay 9z
Rappel : lesdérivées "rondes’ dg/ox sous-entendent que la dérivation seffectue
par rapport a la seule variable x, les autres étant considérées comme des constantes, le
temps deladérivation. Si il y aambiguité (en thermodynamique, il y atoujours ambiguité)

il faut écrire:
9= (%), o [5). ¥*[%),.

Ecrirela différentielle dela fonction g(x,y,2) = x2+y2+ 72
111-4 Reconnaitre une différentielle totale exacte

Au chapitre 11, nous avons calcul é les dérivées partielles d'une fonction g(x,y,z) =
2x2y2 -72x2 +xyz. Si nous les appelons X(x,y,2) , Y(X.y,2) e Z (X,y,2) nousavons:
X(X,y,2) = 3—3 =4xy2-22%x +yz e Y(Xy,2) = gs = 4x%y +xz
En dérivant X par rapport ay et'Y par rapport ax, il vient:
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aX
ay
X _aY ) . :
Nous observons que ay et o sont egales. Les dérivées secondes partielles par
rapport aux mémes variables X puisy ou y puis x sont égales.

%); est ladérivée par rapport ay de ladérivée de g par rapport ax . Elle se note:

X 9 (ag)_ 99

= 8xy+z = 8xy+z

X

gy ~ aylox)T oxay
C g _ g
et donc: X ady — 9y oX

En étendant |e raisonnement sur les trois fonctions X,Y ,Z et les trois composantes
X,Y,Z, on reconnaitra si les fonctions X,Y et Z sont les dérivees partielles d'une méme
fonction scaaireg s onaalafoais:
0Z _ Y X _dZ Y _ oX

ay 9z 9z ax  ax  ay

Lesquelles de ces formes différentielles sont des différentielles totales exactes:
59 = (X%+x) dx + 2y dy+ zZY2dz

89 = x2yzdx + xy?zdy+ xyz2dz

89 = (x2+y2+72) dx + (X2+y2+72) dy + (x2+y?+79) dz

09 = (3x2+2y) dx + 2xdy + 2z dz

Déterminer la fonction g lorsgu'elle existe

[11-5 Travail delaforce éectrique

L'dément detravail de laforce éectrique sécrit comme une forme différentielle;
OW=Fdl = Fdx + F, dy + Fdz

Or les composantes F,,, F,, et F, delaforce, définie localement a partir du champ

électrique E selon larelation F(r)= qE (r), sont les dérivées partielles de la fonction
scalaire-qV(r). il Sen suit:

swW=dw =-q Y dx + dy+ Y dz
X ay 9z

Letravail effectué lors du déplacement de lacharge q de A vers B est, quel que

soit le chemin suivi:
WAB:'Q(VB'VA) ZQ(VA'VB)
|V Circulation d'un champ de vecteur E

V-1 Circulation de E

De méme que I'on parle de I'éément de travail W= F dl de laforce F lors du
déplacement infinitésimal dl, on parle de I'élément de circulation 8C = E dl du champ
électrique lors du déplacement dl d'un "mobile"

Puisque F et E ne sont séparés que par un coefficient de proportionnalité g, ce qui
aétédit sur letravail de F reste valable sur lacirculation de E.

L'éément de circulation d'un champ éectrique E est une différentielle totale exacte
et sécrit dC=-dV.
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Lacirculation de E sur une chemin (T) joignant le point A au point B est égadeala
différence de potentidle V ,-Vg:
f Ed =0

Lacirculation de E sur un contour fermé est nulle.

Cette relation est vraie parce que E dérive d'un gradient. Elle est arapprocher de:
rot E=0
qui éait vraie pour cette méme raison.
Il sagit en fait de deux relations équivalentes. Mais|'une est vraie en chague point,
?;?n gne équation locale, alors que I'autre est une forme intégrale qui nécessite un contour

V-2 Retour sur le gradient

Larelation entre la variation de potentiel et de champ le long d'un chemin (I)
précisé sécrivent:
dv=-E.dl

soit en coordonnées cartésiennes;
dv=-Ex.dx -Ey.dy - E,.dy

Choisissons un chemin paralléle al'axe des x. Lorsque I'on suit ce chemin, y et z
sont constants et donc leurs variations dy et dz sont nulles:
(dV)ay et z constants = - Ex . dX

oV
Ex =-
X (8X )y,z

0it:

Et en répétant I'opération sur y et z:
E = grad V

V Energie potentielle d'une charge

V-1 Définition

Il existe de nombreuses formes d'énergie. Vous connaissez |'énergie potentielle
mgh d'un corps de masse m placé al'adtitude h. Vous connaissez aussi |'énergie cinétique
due ala vitesse de deplacement d'un corps E, =1/2 m v2. Il existe d'autres formes

d'énergies: I'énergie nucléaire, I'énergie calorifique (profondément liée a I'agitation
thermique des atomes dans un corps), &tc.

L'energie potentielle est celle qui ne dépend que de la seule position du corps,
toutes choses étant égales par ailleurs.



Par définition, I'énergie potentielle d'un corps est égale au travail fourni par
I'expérimentateur pour amener le corps a sa position. Cette énergie potentielle est restituée
al'expérimentateur lors du retour de |'objet & sa position premiere, (les autres énergies
n'étant pas modifiées).

Pour effectuer un déplacement de I'objet soumis a une force F(r) (ici la force
électrique), I'expérimentateur doit appliquer a tout moment une force Fexp telle que la

résultante des forces : Fexp+ F estnulle.
Energie potentielle= Travail de Fexp = -Travall deF

Vous allez peut-étre objecter que, si la résultante des forces est nulle, I'objet ne
quittera pas sa position d'équilibre. C'est exact. L'expérimentateur doit appliquer au départ
une force Iégérement plus importante pour accélérer le corps et [ui donner de lavitesse. A
I'opposé, il doit appliquer une force légérement réduite a l'arrivée pour ralentir I'objet et
I'immobiliser. Plus faibles seront les excédents de force, plus faible sera la vitesse de
déplacement de I'objet. Mai's nous ne sommes pas presses; nous avons un temps infini.
Les deux éléments perturbateurs peuvent étre aussi petits que I'on veut et finalement étre
négligés (Une analyse rigoureuse montrerait que de toute facon ils se compensent).

V-2 Energie potentielle d'une charge dans un champ éectrique

Soit un champ éectrique E auquel est associé le potentiel V. E et V sont créés par
les charges g, placéesen 0; . On definit I'énergie potentieIIeEp d'une charge q placéeenr
comme letravail que doit fournir I'expérimentateur del'infini au pointr.

i=1
Ep= E %[ (chargeq) X ( potentiel Vi crééenri par les autres charges)]
i=1

(pour faire la distinction entre I'ensemble des charges qui créent le champ et celle qui le
subit, on peut appeler les premiéres ( les ¢) charges actives et I'autre (q) charge passive)

Déterminer I'énergie potentielle d'un I'électron situé sur la premiére orbite de
Bohr d'un élément de numéro atomique Z. Quelle est cette énergie pour |'atome
d'hydrogéne et du cuivre. (Donner |'énergie en électron volt). Quelles sont les longueurs
d'onde de photons de mémes énergies?

V1 Energie potentielle d'un ensemble de charges ponctuelles
V1-1 Définition

L 'énergie potentielle d'un ensemble de charges gy, Og, g, --Situées aux pointsr 4,
rg: o €st égale au travail fourni par I'expérimentateur pour déplacer ces charges de
I'infini aleurs positions finales.

On ferabien ladigtinction entre |'énergie potentielle d'une charge (passive) dansle
champ de charges extérieures (actives) et I'énergie potentiel d'un systeme formé d'un
ensemble de charges.

V1-2 Energie potentielle d'un systéme de deux charges

Au départ, les deux charges g, €t g sont placéesal’infini: disons g, est al'infini
adroite et qg al'infini a gauche. Aucune de ces charges n'est soumise a une force (trop
éloignées les unes des autres, les charges ne se "voient” pas).

Déplacons la charge g, de I'infini a sa position finale, le point r ,. Durant ce
déplacement g, n'est soumis a aucune force (gg est trop loin). L'expérimentateur ne
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fournit aucun travail et ce déplacement n'apporte aucune contribution a I'énergie
potentielle.
q, étant en A, déplagons la charge B de l'infini versle point r 5. Pour effectuer ce

déplacement, I'expérimentateur doit en permanence exercer sur gg une force égale et

opposée a laforce éectrique. Le travail de laforce électrique est celui de déplacement
d'une charge gy dans le champ V 55 crée par une charge g, , la distance entre A et B

variant del'infini aryg =1 rg-ral,

aa

Ep =Wexp=-W= -0dg(Vag(®)-Vas (') )= G 47 eo i

Nous aurions pu tout aussi bien amener d'abord B de l'infini puis déplacer A dans
le champ Vg5 de B. L'expression de I'énergie potentielle est inchangée puisqu'il suffit
d'intervertir A et B dans larelation ci-dessus (c'est heureux puisque nous avons défini
I'énergie potentielle comme provenant de la seule position des charges).

Nous pouvons symeétriser I'expression de |'énergie potentielle totale d'un systeme
compose de deux charges en écrivant:

EPZ:QAQB_; B .1 0a _

B 5 =1 (qaVea+qeV
Admegrag 2  4meglaB 2qB4T580I'AB 2(QA BA+0sVaB)

Ou encore en repassant a une notation aun indice otV 5 est le potentiel en A (créeé
par B) et Vg est le potentiel en B (créé par A)

E, = % (Qa VA +08VB)

V1-3 Energie potentiel d'un systéme de trois charges

Pour déterminer I'énergie potentielle totale d'un systeme de trois charges, g, , Og,
e, il faut proceder atrois opération successives.

-Amener g, del'infini au point r ,. Comme précédemment, le déplacement de la
premiére charge seffectue sanstravail:

Wexp,1=0

-Amener g del'infini enrg dansle champ créé par lacharge g,. Letravail est:
Wexp, 2 = Gg8VaB
-Amener enfin g, del'infini ar . dansle champ créé par les charges g, €t gg. En

vertu du principe de superposition, le potentiel créé par A et B est égal ala somme des
potentiels créés par chacune de ces charges séparément et donc:

WExp, 3 = Oc(Vac +Vac)

L' énergie potentielle totale est donc:

E, = = A8 , GcOrn ., dc OB
dmegrap dregrac 4meglpe

ou en symétrisant:



E, =Llga ( s + Gc )+ Lo ( ga + Qc )+ L ( Gs + A

2 dmxeorap 4dmeorac 2 4dmeorag  4dmeorac 2 dmeorsc 4 meorac

Soit encore;
Ep =§1CIA Va+ %QBVB'*' %QC Ve

ou 'V, estlepotentiel crééen A par toutes les charges du systeme autres que A
(ici gg et gp).

V1-4 Généralisation

Reproduire le raisonnement avec 4 charges et genéraliser.

L'énergie potentielle totale d'un systeme de n charges ¢ situées aux points r;,
Sécrit comme:

i=1
Ep = E %[ (chargeq) X ( potentiel Vi crééenri par les autres charges)]
&

g Vi

A\

5

Dans le chlorure de sodium, les atomes de sodium sont sous forme Na* et les
atomes de chlore CI". La structure est cubique de paramétre 0.564 nm. Les Na* sont

placés au centre et sur les arétes du cube. Les Cl™ sont situés sur les coins et les centres
desfaces. Evaluer I'énergie potentielle par atome d'un tel systéme.

V1l Enerqie électrostatique d'une distribution continue de charges

Imaginons un systéme dont la densité de charge finale est p(r) et dont le potentiel
électrique final est donné par V(r).

Si on divise uniformément (en tout point de I'espace) la densité de charge
électrique par un facteur 2, en vertu du principe de superposition, le champ électrique et le
potentiel seront eux auss divisés uniformément par 2.

Plus généralement au lieu de diviser charges, champs et potentiels par 2, on peut
les multiplier simultanément et en tout point de I'espace par un coefficient A quelcongue,
positif ou négatif.
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p(r)

A+ dA

[/

- |
0 r o r+dr 0 r o r+dr

Nous allons utiliser cette propriété pour amener le systéme d'un état initial sans
charge et a potentiel nul en tout point de I'espace al'état final donné par ladistribution de
chargefinae p(r) et par le potentiel final V(r).

Imaginons que I'on est a une étape intermédiaire et que I' on a déja apporté de
I'infini une quantité de charge telle que la densité de charge soit Ap (r) et que donc le
potentiel est A V(r).

Densité de charge Potentiel
Etat initiad 0 0
Eta Q) AV(r)
intermédiaire (A +d\) p (1) (A +dr) V(r)
Etat final p(r) V(r)

Le potentiel éant A V(r), apportons de I'infini une quantité de charge petite, telle
gue la densité de charge en chaque point r de |'espace passe de Ap(r) a (A+dA)p (r).
L'accroissement de densité de charge est évidemment p(r)dA.

L'éément de charge transféré de I'infini au volume dt entourant le point r est égd a
p(r)d\ dt. De fagon similaire & ce que nous avons vu au chapitre 111, I'élément de travail
fourni par I'expérimentateur pour transférer cet élément de charge dans le volume dr,
depuis le potentiel nul al'infini au potentiel AV (r) enr, est é‘)Wexp,dt = A V(r) p(r) di dr.
Cen'est autreque V dq.

Puisgue I'expérimentateur doit effectuer un transfert de charges élémentaires dans
tout I'espace, I'éément de travail qu'il doit fournir est |la somme étendue sur tout |'espace
des @éments 6Wexp,dr , SOit:

Wep= [[[ p(r) V(r) de| A dn

Il faut bien voir que le transfert de charge est infiniment petit et qu'il seffectue a
potentiel pratiqguement constant, méme si apres |'opération, le potentiel est passé de A V()
a(A+0n) V(r).

Letravall total afournir par I'expérimentateur pour amener le systéme de I'éat ou A
= 0acelui ouA=1 est lasomme sur A des travaux élémentaires, soit:

- A=1
Wexp= | [[] p(r) Vr)de| [, 2 ondn

Puisque le travail fourni par |'expérimentateur pour transférer les charges n'est

autre que I'énergie éectrostatique, on obtient apres intégration sur A
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£ =1 [ [[] p) V() o
C'est une formule assez proche de celle rencontrée au chapitre [11. Lasomme X est
simplement remplacée par une intégrale qui Sadapte aux distributions de charge.

Cette relation se généralise atoutes | es distributions de charge non ponctuelles et
Sécrit:

£, =1 [ [[] o) V() ae | +3 [ [ o9 vee) ds] L[ [ 20 va) o]

C'est la somme sur toutes les charges, du produit de la densité de charge par le
potentiel ectriquetotal.

Application au condensateur plan

Le condensateur plan est constitué de deux surfaces chargées maintenues aux
potentiels V5 et Vg. La premiere surface porte la densité +o et la seconde avec -o.

L'intégration est immédiate:
E,=12[0SVp-0SVp]= 12Q(V,-Vg)= L2CV2

qui n'est autre que la relation trouvée au chapitre précédent en suivant un autre
chemin mais en déplacant toujours les charges par quantités infiniment petites, sous le
potentiel des charges préalablement transférées.

V1l Densité d'énergie électrostatique

V1l1-1 Densité d'énergie électrostatique dans |e condensateur plan
Rappelons-nous:

- Le champ éectrique al'intérieur du condensateur plan est éga aE=V/l ouV et
la différence de potentiel entre les armatures et | la distance qui les sépare. Le champ
électrique al'extérieur du condensateur est nul.

- lacapacité du condensateur est donnée par C= ¢ S/1.

En remplacant C et V dans|'expression de I'énergie, il vient:
Ep = % o B2V

ou V°=IS est le volume de I'espace dans lequel régne le champ électrique E.

L 'énergie électrostatique apparait donc comme le produit du volume V” par une grandeur
qui aladimension d'une densité d'énergie par unité de volume.

V1l1-1 Densité d'énergie électrostatique

Un calcul plus éaboré montre que, méme dans les cas des distributions de charges
les plus complexes, on aboutit alavaeur del' énergie potentielle finale, s on admet qu'il
régne en tout point r de I'espace une densité d'énergie électrostatique égae &

dEP -1 2
d= _EEOE



ou E est le champ éectrique en ce point.

Soit en intégrant sur tout |'espace:

N

E, = f 1 E2dr
tout I'espace

I X L esdeux facons de calculer I'énergie
IX-1 Deux calculs équivalents

II'y adonc deux fagons équivalentes de déterminer I'énergie électrostatique d'une
distribution de charges.

1" facon : Faire la somme sur toutes les charges de 1/2p V.

28Me facon : Faire la somme sur tout I'espace de la densité d'énergie
éectrostatique.

Cette deuxieme facon de procéder va bien au dela d'une simple équivalence de
calcul puisqu'elle semble montrer (et ce sera de plus en plus justifié par la suite) que le
champ éectrique n'est pas un simple intermédiaire de calcul qui servirait adéterminer la
force sappliquant sur une charge, mais une grandeur physique apportant sa propre
énergie.

|X-2 Exemple d'une sphére chargée en surface

Considérons une sphere de rayon R chargée en surface. déterminons I'énergie
électrostatique de ce systeme.

1"facon de calculer:
Le potentiel auquel est porté la sphére est:
_ Q
v (R) 4 €0 R

Toutes les charges Q étant portées au méme potentiel V(R). il vient:

_loy =1 @
\ B =29V 235 4neor
28M€f acon de calculer:

Le champ éectrique est nul de 0 AR et vaut Q/ 4r g, r2 de R al'infini. I' énergie
peut donc auss Sécrire;

2
A4mr2dr

ce qui conduit aussi &




